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PRAWIDŁOWE ODPOWIEDZI DO ZADA� ZAMKNI�TYCH 
 

zadanie odpowied� punkty 

1 A 2 

2 D 2 

3 D 2 

4 E 2 

5 C 2 

6 A 2 

7 A 2 

8 B 2 

9 6 

10 6 

11 6 

12 

zadania  

otwarte 

6 

maksymalna mo�liwa  

ł�czna liczba punktów 
40 
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Rozwi�zanie zadania 9 

 

Znajd� wszystkie pary liczb całkowitych (x; y) b�d�ce rozwi�zaniami równania 1
525

=+
xxy

. 

I sposób: 

Ze wzgl�du na wyst�puj�ce w równaniu ułamki 0≠x  oraz 0≠y . 

xy
xxy

⋅=+ /1
525

 

xyy =+ 525  

25)5( =− yx  

Liczby x – 5 oraz y s� całkowite, rozwa�my wi�c wszystkie mo�liwe przedstawienia liczby 25 

w postaci iloczynu dwóch liczb całkowitych: 

x - 5 x y 

1 6 25 

25 30 1 

5 10 5 

–1 4 –25 

–25 –20 –1 

–5 0 –5 

Ostatnie z uzyskanych rozwi�za� nie spełnia zało�e�. 
Zadanie ma zatem 5 rozwi�za�, s� to pary (6; 25), (30; 1), (10; 5), (4; –25) i (–20; –1). 

 

II sposób: 

Mo�na przekształci� pocz�tkowe równanie tak, by wyznaczy� jedn� niewiadom� za pomoc� 
drugiej, np. 

yy

y
x

25
5

255
+=

+
= . 

x ma by� liczb� całkowit�, wi�c y musi by� całkowitym dzielnikiem 25 (czyli 1, 5, 25, –1, –5 

lub –25), co po uwzgl�dnieniu zało�e� daje 5 rozwi�za� podanych w sposobie I. 
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Punktacja zadania 9 

 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – rozwi�zanie, w którym post�p jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do 

całkowitego rozwi�zania zadania  

• ucze� przemno�ył równanie obustronnie przez xy 

2 pkt –  został dokonany istotny post�p w rozwi�zaniu zadania, ale nie zostały pokonane 

zasadnicze trudno�ci zadania 

Przykłady: 

• ucze� zapisał uzyskane równanie w postaci iloczynu porównywanego do 

liczby całkowitej   

• ucze� wyznaczył jedn� niewiadom� za pomoc� drugiej w sposób pozwalaj�cy 

na rozwa�anie przypadków; np. 
y

x
25

5 +=  lub 
5

25

−
=

x
y  

3 pkt – zostały pokonane zasadnicze trudno�ci zadania i zdaj�cy na tym poprzestał lub bł�dnie 

kontynuował rozwi�zanie  

Przykłady: 

• ucze� rozwa�a przypadki analizuj�c odpowiednie dzielniki, ale nie rozwa�a 

wszystkich przypadków (np. pomija dzielniki ujemne); wymagane jest 

zauwa�enie co najmniej 3 przypadków 

• ucze� rozwa�aj�c wszystkie przypadki popełnia przy tym bł�dy rachunkowe 

(przy jednym bł�dzie ucze� mo�e otrzyma� punkty za kolejne etapy 

rozwi�zania, a za cało�� otrzymuje 1 punkt mniej) 

4 pkt – zasadnicze trudno�ci zadania zostały pokonane bezbł�dnie i zdaj�cy na tym poprzestał 

lub bł�dnie kontynuował rozwi�zanie 

Przykłady: 

• ucze� poprawnie wyznaczył wszystkie pary liczb z postaci iloczynowej 

• ucze� poprawnie wyznaczył wszystkie pary liczb wyliczaj�c jedn� niewiadom� 
za pomoc� drugiej 

5 pkt – zostały pokonane zasadnicze trudno�ci zadania, zdaj�cy doprowadził rozwi�zanie do 

ko�ca, jednak rozwi�zanie zadania zawiera usterki, bł�dy rachunkowe 

Przykłady: 

• ucze� podał odpowied� nie odrzucaj�c przypadku nie spełniaj�cego zało�e� 
• ucze� poprawnie rozwa�ył wszystkie pary liczb i uwzgl�dnił zało�enia 

(zało�enia mogły by� podane na pocz�tku rozwi�zania albo ucze� weryfikuj�c 

uzyskane wyniki zauwa�a, �e dla x = 0 równanie nie jest okre�lone), ale 

popełnił w trakcie rozwi�zywania bł�d rachunkowy w jednym z przypadków 

6 pkt – zadanie zostało rozwi�zane bezbł�dnie 

 

Uwaga: 

• za ka�de inne ni� przedstawione poprawne rozwi�zanie ucze� otrzymuje 

maksymaln� liczb� punktów 
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Rozwi�zanie zadania 10 

 
Ramiona trapezu maj� długo�ci 24 i 10. K�ty mi�dzy ramionami i dłu�sz� podstaw� trapezu maj� odpowiednio 

miary α  oraz β , przy czym °=+ 90βα . Wyznacz długo�� odcinka ł�cz�cego �rodki podstaw trapezu. 

 

Oznaczmy A, B, C, D - wierzchołki trapezu; X, Y – �rodki podstaw (jak na rysunku). 

 

 

 

 

Wyznaczmy punkty M i N na podstawie AB tak, by odcinki MY oraz AD i NY oraz CB były 

odpowiednio równoległe. 

Trójk�t MNY jest prostok�tny, bo dwa jego k�ty maj� miary α  oraz β  (z równoległo�ci).  

Z twierdzenia Pitagorasa dla trójk�ta MNY wiadomo, �e MN = 26. 

Punkt X jest �rodkiem boku AB, ale jest te� �rodkiem odcinka MN, czyli przeciwprostok�tnej 

trójk�ta MNY. 

 

Dalsze rozumowanie – I sposób: 

�rodek przeciwprostok�tnej jest �rodkiem okr�gu opisanego na trójk�cie MNY. 

Szukana odległo�� XY jest zatem promieniem tego okr�gu, czyli 13
2

1
== MNXY . 

Odcinek ł�cz�cy �rodki podstaw trapezu ma długo�� 13. 

 
Dalsze rozumowanie – II sposób: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Oznaczmy odcinki h, e, x jak na rysunku (h - wysoko�� trójk�ta MNY) 

Z twierdzenia Pitagorasa dla trójk�tów MHY, NHY i XHY:  

�
�

�
�

�

=+

=−+

=++

222

22

22

100)13(

576)13(

xeh

eh

eh

 

Dodaj�c stronami dwa pierwsze równania uzyskujemy: 

67633822 22 =++ eh  

Czyli 169222 =+= ehx , wi�c x = 13. 

Odcinek ł�cz�cy �rodki podstaw trapezu ma długo�� 13. 
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Punktacja zadania 10 
 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – rozwi�zanie, w którym post�p jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do 

całkowitego rozwi�zania zadania  

• ucze� zauwa�ył, �e ramiona (lub odcinki do nich równoległe) trapezu s� 
prostopadłe 

2 pkt –  został dokonany post�p konieczny na drodze do całkowitego rozwi�zania zadania 

• ucze� zauwa�ył trójk�t prostok�tny MNY 

3 pkt – został dokonany istotny post�p w rozwi�zaniu zadania, ale nie zostały pokonane 

zasadnicze trudno�ci zadania 

Przykłady: 

• ucze� obliczył długo�� odcinka MN 

• ucze� zauwa�ył, �e �rodek odcinka MN jest jednocze�nie �rodkiem podstawy 

AB - czyli �e szukany w zadaniu odcinek jest �rodkow� trójk�ta MNY (nie musi 

u�ywa� poj�cia �rodkowej) 

4 pkt – zostały pokonane zasadnicze trudno�ci zadania i zdaj�cy na tym poprzestał lub bł�dnie 

kontynuował rozwi�zanie 

Przykłady: 

• ucze� obliczył długo�� odcinka MN oraz zauwa�ył, �e �rodek odcinka MN jest 

jednocze�nie �rodkiem podstawy AB  

5 pkt – zostały pokonane zasadnicze trudno�ci zadania, zdaj�cy doprowadził rozwi�zanie do 

ko�ca, jednak rozwi�zanie zadania zawiera usterki, bł�dy rachunkowe albo zasadnicze 

trudno�ci zadania zostały pokonane bezbł�dnie i zdaj�cy na tym poprzestał lub bł�dnie 

kontynuował rozwi�zanie 

Przykłady: 

• ucze� wskazał poprawny sposób obliczenia szukanego odcinka jako promienia 

okr�gu opisanego 

• ucze� poprawnie rozpisał równo�ci wynikaj�ce z twierdzenia Pitagorasa 

prowadz�ce do rozwi�zania zadania 

• ucze� obliczył szukan� długo�� popełniaj�c bł�d rachunkowy 

6 pkt – zadanie zostało rozwi�zane bezbł�dnie 

 

Uwaga: 

• za ka�de inne ni� przedstawione poprawne rozwi�zanie ucze� otrzymuje 

maksymaln� liczb� punktów 
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Rozwi�zanie zadania 11 

 
Bogacz zostawił spadek dla pi�tki swoich dzieci - worek pełen złotych monet. Jego przyjaciel  zarz�dzaj�cy 

testamentem wypłacał ka�demu nale�n� sum� po osi�gni�ciu pełnoletnio�ci: 

• Najstarsza córka zgodnie z wol� ojca otrzymała 
3

1
 wszystkich monet. Z pozostałej sumy przyjaciel 

wzi�ł 1 monet� jako wynagrodzenie za swoj� prac�. 

• Dwa lata pó�niej pełnoletnio�� osi�gn�ł syn, który otrzymał 
3

1
 liczby monet pozostałych w worku. 

Z pozostałej sumy przyjaciel pobrał dla siebie 2 monety. 

• Po kolejnym roku druga córka otrzymała 
3

1
 pozostałych monet. Wynagrodzenie przyjaciela wyniosło 

tym razem 3 monety. 

• W ko�cu po spadek stawiła si� para najmłodszych bli�niaków. Ka�dy otrzymał po 
3

1
 monet z worka, 

a pozostałe 7 monet zostało dla zarz�dzaj�cego spadkiem. 

 

Ile monet pozostawił bogacz w spadku? 

 

 

I sposób: 

 

Przedstawmy za pomoc� grafu, jak zmieniała si� liczba monet pozostałych w worku: 

 

 

Przed rozdaniem spadku dla bli�niaków w worku było 21 monet (bo 7 monet które dostał 

zarz�dzaj�cy stanowiło 
3

1
 zawarto�ci worka w tym momencie). 
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Mo�emy zatem wypełni� kolejne pola grafu zaczynaj�c od ostatniego: 

 

W spadku bogacz pozostawił 87 monet. 

Zamiast rysowa� graf, mo�na cał� sytuacj� opisa� za pomoc� odpowiednich komentarzy i 

policzy� wszystko analizuj�c od ko�ca zmian� liczby monet w worku.  

 

 

 
II sposób: 

Oznaczmy jako x szukan� liczb� monet. 

Przeanalizujmy, co działo si� ze skarbem: 

• starsza córka otrzymała x
3

1
 monet, 1 monet� zabrał zarz�dzaj�cy 

• po obdarowaniu starszej córki w worku zostało 1
3

2
−x  monet 

• syn otrzymał �
�

�
�
	



−1

3

2

3

1
x  monet, 2 monety dostał zarz�dzaj�cy 

• po otrzymaniu spadku przez syna w skarbcu zostało 
3

8

9

4
−x  monet 

• druga córka otrzymała �
�

�
�
	



−

3

8

9

4

3

1
x  monet, a zarz�dca 3 monety 

• po wypłacie dla drugiej córki w worku ostało 
9

43

27

8
−x  monet 

• po 
3

1
 z pozostałych monet dostał ka�dy z bli�niaków, zarz�dcy została wi�c równie� 

3

1
 pozostałych monet  
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Mo�emy zatem uło�y� równanie: 

7
9

43

27

8

3

1
=�

�

�
�
	



−x  

którego jedynym rozwi�zaniem jest x = 87. 

Spadek składał si� z 87 złotych monet. 
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Punktacja zadania 11 
 

Rozwi�zanie składa si� z 3 etapów. 

Punkty za etap I i II przyznawane s� niezale�nie. 

 

I etap (3 punkty) – opisanie za pomoc� wyra�e� algebraicznych, grafu lub w inny sposób 

sytuacji podanej w zadaniu 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – rozwi�zanie, w którym post�p jest niewielki, ale konieczny na drodze do całkowitego 

rozwi�zania zadania  

• ucze� poprawnie ustalił, ile monet pozostanie w worku po odej�ciu starszej 

córki i wypłacie monety dla zarz�dcy (np. za pomoc� odpowiedniego 

wyra�enia algebraicznego lub w grafie) 

2 pkt –  został dokonany istotny post�p w rozwi�zaniu zadania, ale nie zostały pokonane 

zasadnicze trudno�ci zadania lub ucze� popełnił bł�dy rachunkowe 

Przykłady: 

• ucze� poprawnie ustalił, ile monet b�dzie w worku po otrzymaniu spadku 

przez dwójk� najstarszych dzieci i po opłaceniu zarz�dcy 

• ucze� ustalił (np. za pomoc� wyra�enia algebraicznego) liczb� monet, które 

zostały po otrzymaniu spadku przez trójk� najstarszych dzieci i po opłaceniu 

zarz�dcy, ale popełnił jeden bł�d rachunkowy 

3 pkt – poprawne rozwi�zanie 

• ucze� (np. za pomoc� grafu b�d� wyra�enia algebraicznego) ustalił zale�no�� 
mi�dzy pocz�tkow� warto�ci� spadku a liczb� monet, które zostały po 

otrzymaniu spadku przez trójk� najstarszych dzieci z uwzgl�dnieniem 

wynagrodzenia zarz�dzaj�cego spadkiem 

II etap (1 punkt) – zauwa�enie, po ile monet dostał ka�dy z bli�niaków (albo ile zostało po 

obdarowaniu młodszej córki) 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – poprawne rozwi�zanie  

Przykłady: 

• ucze� zauwa�ył, �e ka�dy z bli�niaków dostał po 7 monet  

• ucze� zauwa�ył, �e po wypłacie dla drugiej córki w worku jest 21 monet 

III etap (2 punkty) - ustalenie wielko�ci spadku (punkty mo�liwe do uzyskania tylko po 

poprawnym wykonaniu etapów I i II) 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – zostały pokonane zasadnicze trudno�ci zadania, ale zadanie nie zostało rozwi�zane 

bezbł�dnie 

Przykłady: 

• ucze� zapisał poprawne równanie pozwalaj�ce obliczy� liczb� monet 

• ucze� przeprowadził poprawn� analiz� sytuacji od ko�ca (np. na grafie lub 

z pomoc� odpowiednich komentarzy), popełniaj�c przy tym bł�d rachunkowy 

2 pkt – poprawne rozwi�zanie 

 

Uwaga: 

• za ka�de inne ni� przedstawione poprawne rozwi�zanie ucze� otrzymuje 

maksymaln� liczb� punktów 
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Rozwi�zanie zadania 12 

 
Dany jest trójk�t ABC, w którym AB = 6, BC = 7, CA = 5. Odcinek AH jest jedn� z wysoko�ci tego trójk�ta. 

Udowodnij, �e dla ka�dego punktu X le��cego na prostej AH wyra�enie 22 CXBX −  przyjmuje stał� warto��. 
Podaj t� warto��. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zauwa�my, �e (dla HX ≠ ) trójk�ty BHX i CHX s� prostok�tne.  

Z twierdzenia Pitagorasa: 
222

HXBHBX +=  
222

HXCHCX +=  

Zatem 2222
CHBHCXBX −=−  czyli jest to wielko�� stała (nie zale�y od wyboru X). 

Je�eli jako X we�miemy punkt A: 

11253622 =−=− CABA  

Zatem dla ka�dego punktu X nale��cego do prostej AH wyra�enie 22
CXBX −  przyjmuje 

warto�� 11. 
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Punktacja zadania 12 
 

Rozwi�zanie składa si� z 3 etapów. 

Punkty za etap I i II przyznawane s� niezale�nie. 

 

I etap (3 punkty) – wykazanie, �e warto�� 22
CXBX −  jest stała 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – rozwi�zanie, w którym post�p jest niewielki, ale konieczny na drodze do całkowitego 

rozwi�zania zadania  

• ucze� zauwa�ył, �e trójk�ty BHX i CHX s� prostok�tne 

2 pkt –  został dokonany istotny post�p w rozwi�zaniu zadania, ale nie zostały pokonane 

zasadnicze trudno�ci zadania   

• ucze� zapisał twierdzenie Pitagorasa w trójk�tach BHX i CHX wyliczaj�c 2BX  

oraz 2
CX  

3 pkt – poprawne rozwi�zanie I etapu 

• ucze� obliczył, �e 2222
CHBHCXBX −=−  (otrzymał warto�� niezale�n�  

od X) 

II etap (1 punkt) – obliczenie warto�ci dla X = A 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – poprawne rozwi�zanie  

• ucze� obliczył, �e 1122 =− CABA  

III etap (2 punkty) – wykazanie, �e wyra�enie przyjmuje zawsze warto�� 11 (punkty 

mo�liwe do uzyskania tylko po poprawnym wykonaniu etapów I i II) 

0 pkt – rozwi�zanie, w którym nie ma istotnego post�pu  

1 pkt – zostały pokonane zasadnicze trudno�ci zadania, ale zadanie nie zostało rozwi�zane 

bezbł�dnie 

• ucze� zauwa�ył, �e punkt A le�y na prostej AH, wi�c 
2222

CHBHCABA −=− (stała z I etapu) 

2 pkt – poprawne rozwi�zanie 

• ucze� wykazał, �e szukana warto�� wynosi zawsze 11 

 

Uwaga: 

• za ka�de inne ni� przedstawione poprawne rozwi�zanie ucze� otrzymuje 

maksymaln� liczb� punktów 

 

 

 


